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Um sinal aleatorio pode ser formado por um sinal continuo p(t) e um sinal
discreto formado por impulsos x(t), como mostram as figuras abaixo:
p(t) 1

x(t) 4

O sinal aleatdrio y(t) sera:

y(t)

As amplitudes dos pulsos em x(t) sdo aleatorias, sendo que se convenciona que o
pulso de numero K tem “energia” Ag.

Essa separacdo nos permitird calcular qualquer PSD, de qualquer sinal aleatorio,
conhecendo-se previamente a P(w), transformada de Fourier do sinal pulso basico p(t) e
a PSD do sinal x(t), pois:

2
S, (W) =|P(W)[" Sy (w)
Para isso precisamos encontrar primeiramente a funcao autocorrelagdo no tempo
Rx(t), e da mesma, encontrar a PSD de x(t).
Imaginemos, para isso, que x(t) ¢ uma seqiiéncia de pulsos retangulares com
largura bem pequena, € — 0.

Consideramos entdo que a “energia” do pulso Ak pode ser dividida em altura Hx
e comprimento do pulso &, dessa forma, a “energia” sera:

AK =¢&H K
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A autocorrelagcdo Rx(t), ¢ dada pela formula abaixo:
R fim o [ x(t)x(t - )
(o) =1lim — [ X(Ox(t-7)

Sendo a integral um somatodrio de areas de pulsos com largura € multiplicados por
outros pulsos adiantados de 1. Podemos calcular a area observando a figura:

] B 2,
X(t) 4 Area = H, (¢ —-1)

Hk

v

- Ny

Entdo, para t < g, temos:
RuymleHz@—n
X B T T K
E—T
-tim T A5

; (l‘gj

Onde:

A autocorrelagdo ¢ uma fungdo par, por isso, T pode ser substituido por seu
modulo, o que resulta em uma fungao triangular centrada em t = 0.

Podemos perceber que Ry ¢ a média das “energias” Ak, 0 que em uma
distribuicao aleatoria significa a distribui¢ao de probabilidade dos valores de Ak.

Assim que o valor de t cresce, o pulso adiantado encontra o préximo pulso. O
valore de R passa a ser, para 2¢ <t >¢:
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) T
R, = %IanTBZK: AcAyg,,

Generalizando para qualquer 1, temos:

. T
Ry = %ILHWTBZK: AgAygx

A autocorrelagdo ¢ entdo, para qualquer valor de 1, uma série de fungdes

triangulares com amplitude Rx/eTg, ou seja, o triangulo central tem amplitude Ry/eTs,
os tridangulos adjacentes tem amplitude R,/eTg e assim por diante:

R(7)
R3/ STB

Ro/ STB
/\ R]/STB/\ /<1/8TB /<3/8TB

Rz/ STB

Rz/ STB

Como, para um valor de ¢ finito, a autocorrelagdo ¢ uma fungdo triangular,
para €=0 a autocorrelagdo serd um somatorio de funcdes impulso, deslocadas de Rn/Tg:

R(7)
Ro/Ts
R3/ TB Rl / TB

R]/ TB R3/ TB

l

Ro/Tg Ry/Tg l

Assim, R(1) para todo t, pode ser escrito na forma de somatdrio por

1 o0
RX(T)ZT_ZRNé‘(T_NTB)
B N=-o

A PSD de x(t) ¢ a transformada de Fourier de Rx(t), assim:

Sx (w) = 1_ Z RNe_jN "Te
TB N =-o0
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A PSD do sinal de saida y(t) sera a PSD de x(t) multiplicado pelo quadrado do
modulo da transformada de Fourier P(w), portanto:

S()| jZReJNWTs

« Sinalizacdo ON-OFF:

A sinalizagdo on-off ¢ obtida transmitindo pulsos p(t) para informagao
binéria 1 e nenhum pulso para informagao binaria 0. Assim, usando os resultados do
item anterior, podemos calcular Ry e Ry e chegar ao valor de Sy(w).

Ry pode ser calculado como se mostra abaixo, levando-se em consideragao
que a amplitude € “1” em 50% dos casos e “0” nos outros 50%.

Rozhml— A

T~>ooN
R, = 1li ! 1)+ 0
o= lim | S-(1)+ 2-(0)
1
Rozz

Rn pode ser calculado como se mostra abaixo, levando-se em consideracao
que a amplitude ¢ “1” em 25% dos casos e “0” nos outros 75%, s6 ocorrem
amplitudes 1 quando os pulsos consecutivos sdo 1, o que ocorre em 25% dos casos.

1
Ry = %linmﬁ — AgAgix
1 3N
R, = %@wﬁ[—an—m)}
1
RN = Z

Assim, usando-se a equagdo obtida no item anterior, a PSD deste tipo de
sinal pode ser calculada abaixo, lembrando-se que Ry € 4 para qualquer N diferente
de 0 e é %2 para N=0.

1 SiNw
B BN*oo
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Usando-se a equivaléncia abaixo:

= —ijTB:2_7T = _27TN
3 e 2 Z&(w TBJ

N = -

Simplificamos Sx(w) como:

1 2 = 27N
S, (w) = + - > S|lw-
AT, 47,7 V. T,

Considerando o pulso bésico p(t) um retangulo, sua transformada de Fourier
P(w) sera uma funcio da forma sinc?, o que leva a formula abaixo, para Sy(w):

=

S, (w) = %Sinc Q(WZ—B){H 2Ty 5(w

TB N =—0

Cujo grafico pode ser mostrado abaixo:

PSD para sinais do
R, tipo ON-OFF

—87'[/TB —67'C/TB —4TC/TB —27'C/TB 0 27'[/TB 47'E/TB 67'C/TB 87'E/TB
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Sinais como este possuem problemas na transmissao, pois ndo ¢ recomendado
que haja uma grande parcela de poténcia concentrada em w=0 (dc).

e Exercicio 3.8-2:

Determine a autocorrelacao e a PSD do sinal abaixo:

I, 0 0 1,0 1 1 1,0 1
x(®) 5 | | | |
A
Ts Tg/2 -
Solugao:

. 1 ¢7/2
R (7) = mo?j_m X(H)x(t - 7)dt

A area de cada fung¢do produto com deslocamento pode ser calculada
observando-se a figura abaixo:

1
X(t) o
A

m\‘_l_

1
1
1
1
I
I
!
!
1

v

Tg/2

— |e—

Dessa forma, a area de cada fungdo sera A*(Tg/2- T), para T < Tb/2:

Como em um periodo T ocorrem N pulsos de tamanho Tg, 0 periodo serd NTg.
Havera 50% de valores “1” e 50% de valores “0”, o que leva a uma integracao igual a N
vezes a area calculada dividido por 2:
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R (r) = lim ——| N a2 e _p
" oo NT, [ 2 2

R, (7) = H(%—Ti)}

Para T > 1 > Tg/2, teremos uma area bastante parecida com o primeiro caso:

X0,

A

r
1
1
1
I
I
!
!
1

SUUNNNEN

v

—TB/2 +1

Como a probabilidade de ocorrerem dois “1” seguidos ¢ 25%, temos uma area
total igual a N/4 vezes a area de A%(Tg/2- 7). A fungio autocorrelagio passa a se resumir
a:

R, (7) = lim L[ﬁ T 7)}
Tox NT, | 4 2
—A*| 1 T
R, (r) = —-
«(7) 2 {(2 TB)}
Para 3Tg/2 >t > T, temos:
T
X(t) A _{
A Y
y
N7
v o
3T/2 -1 -

Como a probabilidade de ocorrerem “1” em K e em K+2 ¢ também 25%,
temos uma 4rea total igual a N/4 vezes a area de A*(3Tg/2- 7). A funcio autocorrelagio
passa a se resumir a:
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A*l 3 ¢
R (7)=—| (=-—
«(7) 1 {(2 TB):|
Para 2Ty > 1 > 3Tg/2, temos:

X(t) A ;l

A )

I g |

v

_’| |‘_-3_TB/2+’E

Novamente, ocorre probabilidade 25%, dessa forma:

R, (r) = lim L{ﬁ p-3e f)}

TooNT, | 4 2
~-A’| 3 7
R, (7) = A {(E—T—)}
B

Como se pode perceber, a medida que t avanga intervalos de Tb/2 a correlagao
segue se deslocando de 3/2, 5/2, 7/2, 9/2 e mudando trocando o sinal da amplitude a
cada repeticdo, lembrando-se que a autocorrelacdo ¢ uma fungdo par, cada avaliagdo

feita anteriormente leva a um tridngulo de com uma certa amplitude, conforme
mostrado abaixo:

R(1) 4 A4

VAVAVAVINVAVAVAN

-5/2Tg -3/2Tg -1/2Tg 1/2Tg 3/2Ts 5/2Ts

v

O sinal R(t) pode ser dividido em trés partes, uma de impulsos de amplitude
A?/8 que ¢é convoluida com uma fungdo tridngulo, ou seja de A(Tg), ¢ uma que é somada
ao resultado, essa parcela é igual a um outro tridngulo de amplitude igual a A*/8_ou seja,
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A%/8.A(Tg). Assim, de acordo com as propriedade de convolugio e linearidade,

podemos encontrar a transformada de Fourier da autocorrelagdo, o que resulta na PSD,
assim:

0

R, (7) :%2A(T/TB)+{ Z %25(7— NTB):|*A(T/TB)

N =—0

R, (7) & S, (W)

2 © 2
S, (w) = AT sincz(WTB)Jr 27 > A—5( —m) - smcz(W—TB)
4 Ts N0 8 4
2
S (W) = AT sincz(ﬂ : 25( —ﬂ)
16 4 B N =—

O que resulta no mesmo valor do item anterior.
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